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IL PROGRAMMA (segue)
CALENDARIO 20010/11 DEL CORSO DI
“MODELLI GEOSTATISTICI PER LA GEOINGEGNERIA"
Data Introd. GL GNL-d GNL-s Selez Mod Es.
Ottobre 4(4) 6(8) 7(8)
Novembre 5(2) (3) 6(6) 1 12(8)
Dicembre (7) (2) (6)
Gennaio 4 2(3) 1(2)
Totale 4(4) 11(10) 4(10) 2(5) 6(6) 1 20(24)
 viaggio istruzione (?)
 Gennaio: Assegnazione tesine - ESAME
Modelli Geostatistici per la Geoingegneria -
2010/11
Introduzione
ORARIO
Prof. Roberto Bruno DICAM
Settore scientifico disciplinare: ING-IND/28 (D03D)
Codice corso: 643
Lunedì Martedì Mercoledì Giovedì Venerdì Sabato
8 - 9
9 - 10
10 - 11
11 - 12 LADI
12 - 13 LADI
13 - 14 LADI
14 - 15 TS02 – L
15 - 16 TS02 – L
16 - 17
17 - 18
18 - 19
19 - 20
Validità orario: 5/10/2010 - 14/1/2011
Modelli Geostatistici M [] - 0939 Ingegneria per l'Ambiente e il Territorio - 2° Anno [22/09/2010 – 14/1/2010] 
Modelli Geostatistici per la Geoingegneria -
2010/11
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON 
LINEARE
I modelli simulati
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE 
I modelli per le applicazioni del KD
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 Quando La Geostatistica lineare non è più 
sufficiente per i problemi di selezione 
 La stima lineare garantisce l’errore medio nullo su tutti i 
valori stimati, non sui selezionati.
 Spesso la selezione si fa considerando il rischio di 
superare una soglia e non sul valore stimato.
 Per risolvere problemi complessi occorrono strumenti più 
sofisticati e modelli specifici; la distribuzione spaziale di 
una o più variabili regionalizzate costituisce l’input:
 la stabilità di un pendio
 la ricarica di un sistema di acquiferi 
 la ottimizzazione di una coltivazione
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE 
Le simulazioni
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 Modello o realtà
 Modello = “numerizzazione” della realtà 
evidenziando delle proprietà
 Quali proprietà? 
 Finalità del modello (visualizzare, progettare, 
dimensionare, ottimizzare, testare, pianificare, …)
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE 
Le simulazioni
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 Il modello stimato
 Per applicazioni complesse il modello stimato, Z*(x), ha 
un grande problema: smussa la realtà
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE 
Le simulazioni
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 Lo smussamento del modello stimato
 Per il KS la verifica è immediato, perché Zks(x)  Z(x)
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE 
Le simulazioni
      2KSKSKS )x(Z)x(ZVar)x(ZVar)x(ZVar 
Distribuzione Veri - Stimati
0
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
0 50 100
Z
f(
Z
) Stimati Z*
Veri Z
Modelli Geostatistici per la Geoingegneria -
2010/11
 Il modello simulato
 La logica: la realtà è una realizzazione di una FA
 La simulazione geostatistica fornisce tante 
rappresentazioni non smussate equiprobabili della realtà
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE 
Le simulazioni
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 La simulazione condizionale
 Si può imporre al modello simulato di passare per i valori 
campionati
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE 
Le simulazioni
Variabile regionalizzata reale
Dati campionati
Valori simulati condizionalmente
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 La simulazione e l’incertezza
 Ripetendo n simulazioni, in un punto si hanno n valori 
equiprobabili: la loro dispersione fornisce una misura 
dell’incertezza della conoscenza della realtà 
 Qualunque funzione della variabile risulta definita 
probabilisticamente.
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE 
Le simulazioni
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I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE 
Modelli numerici simulati
 I modelli geostatistici
 I valori veri Z(x): una realizzazione di una FA
 I valori stimati Z*(x): la soluzione al problema di 
minimizzare la differenza modello-realtà
 I valori simulati Zs(x): tante realizzazioni con le proprietà 
di variabilità della FA vera
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 Le proprietà di una simulazione
 Affinché sia realistica, la simulazione deve restituire:
 la legge monovariata della FA
 il variogramma / la covarianza spaziale
 i valori veri nei punti campionati
 Ma può non essere sufficiente
 legge gaussiana e covarianza esponenziale a=60
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE 
Modelli numerici simulati
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 La legge delle coppie
 La legge delle coppie è diversa nei due casi
 bigaussiana
 mosaico
 Es. : nuvole di correlazione dei valori delle coppie a 
distanza 3
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE 
Modelli numerici simulati
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I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE 
Modelli numerici simulati
 Simulazione “condizionata” o “non 
condizionata”
 Perché rispettare i valori dei dati
 Un principio generale:
        xZxZxZxZ sssc  **
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I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE 
Modelli numerici simulati
 La selezione senza soluzione (teorica)
 Il fine della selezione: ottimizzare un parametro (o più)
 Come tenere conto di un vincolo (o più):
o Es. Krigaggio
o …
 L’impiego della ricerca operativa
 L’esigenza della “simulazione”
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I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE 
Modelli numerici simulati
 Esempi di selezione vincolata: l’open pit
 Modellizzazione del vincolo
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I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE 
Modelli numerici simulati
 Esempi di selezione vincolata: l’open pit
 L’ottimizzazione ed il controllo: la pianificazione 
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I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON 
LINEARE
L’anamorfosi gaussiana
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE
L’anamorfosi gaussiana
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I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE
L’anamorfosi gaussiana
Simulazione e anamorfosi
 Una simulazione sui dati originali non rispetta in 
generale la distribuzione (istogramma)
 Combinazioni lineari di variabili gaussiane restano 
gaussiane
 Il primo passo di una simulazione è la trasformazione di 
una VA con legge qualunque, in una variabile 
gaussiana: e’ l’Anamorfosi Gaussiana
)(YZ 
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I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE
L’anamorfosi gaussiana
L’anamorfosi gaussiana
 Siano Z, Y due FASt con distribuzioni F(Z), G(Y)
 Occorre la corrispondenza F(Z)=G(Y)
 Le variabili risultano dal’inversione:
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I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE
L’anamorfosi gaussiana
L’anamorfosi in pratica
 Si ordinano i dati zi, associando loro le frequenze pi=i/n
 Il  valore gaussiano corrispondente è: yi=G
-1(pi)
 Può essere conveniente utilizzare un min e max artificiali 
ed “interpolare” la legge come una spezzata che passa 
per le mezzerie delle frequenze 
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I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE
L’anamorfosi gaussiana
L’anamorfosi e l’”effetto zero”
 Vi possono essere elevate frequenze di valori identici, 
tipicamente gli 0
 La trasformazione Y=G-1(F(Z)) è “pesantemente” non 
univoca
 L’attribuzione a caso di valori gaussiani distribuiti su un 
intervallo destruttura la variabilità spaziale
 Una soluzione, dati n punti x con lo stesso valore zi, 
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 I polinomi di Hermite
 Espressione
 Sfruttamento delle proprietà
 Il cambio di supporto
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Le FA gaussiane
 Y=FA gaussiana  densità multigaussiane
 R= matrice di correlazione
 Tutte le leggi condizionali sono multigaussiane
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L’anamorfosi gaussiana
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Le verifiche della multigaussianetà
 La legge delle coppie deve essere gaussiana
 Nuvole di correlazione ellittiche
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Le verifiche della multigaussianetà
 La legge delle coppie deve essere gaussiana
 Per ogni h, il variogramma e il variogramma di ordine 1, 
sono legati dalla seguente relazione:
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I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON 
LINEARE
Tecniche di simulazione condizionata 
e non condizionata
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE
Tecniche di simulazione
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 Le diverse tecniche di simulazione: 
Obiettivi
 Restituire
o La legge
o La variabilità spaziale (il variogramma)
o I dati campionati
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE
Tecniche di simulazione
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 Il problema del modello
 Stessa legge mono e bivariata
 Stesso variogramma
Realizzazioni di tre insiemi aleatori con 
medesima distribuzione trivariata.
Sinistra: simulazione gaussiana troncata
Centro: tesselazione Poissoniana
Destra: modello “dead-leaves”
Nuvole di correlazione delle proporzioni delle 
principali componenti dei tre modelli
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE
Tecniche di simulazione
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 Il problema degli algoritmi
 Modello o algoritmo?
 Sequenziale o parallela
 Discreta o continua
 Condizionale o no
 Iterativa o non iterativa
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE
Tecniche di simulazione
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 La classificazione dei metodi
 Dal punto di vista delle grandezze da simulare
1. Variabili continue (es. tenore di minerali)
con istogrammi e variogrammi, elaborabili (+/-, */,..)
2. Variabili categoriche (es. tipo di litofacies) 
si possono avere relazioni di ordine, ma in genere non 
sono elaborabili matematicamente
3. Oggetti (es. una frattura simulata come un segmento 
od un disco di lunghezza e orientazione date.
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE
Tecniche di simulazione
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 La classificazione dei metodi
 Dal punto di vista dei modelli utilizzati per rappresentare 
le grandezze da simulare
1. Modello diffusivo: le simulazioni sono funzioni continue 
(es. processo Browniano)
2. Modello a salti: la simulazione è per tratti costante e 
progredisce per salti aleatori
3. Modello mosaico: Lo spazio è suddiviso in celle 
aleatorie al cui interno la simulazione è costante
4. Modello a insiemi aleatori: la simulazione assume 
valori 0/1, indicatrice del random set
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE
Tecniche di simulazione
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 Gli elementi caratterizzanti la simulazione
 Il modello di covarianza: alcuni metodi sono generali, ma 
limitati al caso gaussiano, altri sono limitati a particolari 
tipi di covarianza o a 1D
 Il tipo di modello: per il modello diffusivo e a salti i metodi 
di simulazione sono consolidati, per i modelli mosaico e 
dei random set, la condizionalizzazione è meno ovvia
 L’ergodicità: non tutti i tipi di simulazione sono ergodiche, 
perché la covarianza spaziale può essere molto diversa 
da quella teorica
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE
Tecniche di simulazione
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 Metodi di simulazione e caratteristiche
Metodo Covarianza Rn Tipo di 
modello
Ergodici
tà
Condiziona-
lizzazione
Richiesta 
maglia 
regolare
Ns Covarianza 
esatta
Gaussiana 
sequenziale
Qualunque 
stazionaria
Ogni n Gaussiano Sì Diretta No <103
>103
Sì
No
Decomposi-
zione della 
matrice
Qualunque 
stazionaria
Ogni n Gaussiano Sì Diretta No <103 Sì
Turning bands
- Rette mobili
Qualunque C, 
, K
n>1 * Non in 
una 
sola 
direzio
ne
Krigaggio No Qualunque *
Autoregressiva Esponenziale e 
sinusoidale
n=1,2 Gaussiano Sì Krigaggio Sì Qualunque Sì
Medie mobili La maggior 
parte di C a 
piccola portata
n=1,2
n>2
Gaussiano Sì Diretta
Krigaggio
Si Qualunque Sì
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Tecniche di simulazione
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 Metodi di simulazione e caratteristiche (segue)
Metodo Covarianza Rn Tipo di 
modello
Ergodicit
à
Condizion
a-
lizzazione
Richiesta 
maglia 
regolare
Ns Covarianz
a esatta
Diluizione La maggior parte 
di C e 
Ogni n A salti Sì Krigaggio No Qualunque Sì
Spettrale 
continua
Qualunque C e  Ogni n Gaussiano 
(periodico)
No Krigaggio No Qualunque Sì
Spettrale 
discreta
La maggior parte 
di C, =h, K 
polinomiale
Ogni C a portata 
finita
n=1
n>1
Gaussiano Sì Krigaggio Sì Qualunque Sì
Iperpiani di 
Poisson
Lineare Ogni n A salti No Krigaggio No Qualunque Sì
Integrazione K polinomiale o 
spline
n=1 Deriva 
apparente
- Krigaggio No Qualunque *
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE
Tecniche di simulazione
Modelli Geostatistici per la Geoingegneria -
2010/11
 Metodi di simulazione e caratteristiche (segue)
Metodo Covarianza Rn Tipo di 
modello
Ergodicità Condizional
izzazione
Richiesta 
maglia 
regolare
Ns Covarianza 
esatta
Indicatori 
sequenziali
Gaussiana 
troncata
Voronoi
Poliedri 
poissoniani
Subsostituzio
ne
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE
Tecniche di simulazione
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La simulazione gaussiana sequenziale
Metodo Covarianza Rn Tipo di 
modello
Ergodici
tà
Condiziona-
lizzazione
Richiesta 
maglia 
regolare
Ns Covarianza 
esatta
Gaussiana 
sequenziale
Qualunque 
stazionaria
Ogni 
n
Gaussiano Sì Diretta No <103
>103
Sì
No
Decomposi-
zione della 
matrice
Qualunque 
stazionaria
Ogni n Gaussiano Sì Diretta No <103 Sì
Turning bands
- Rette mobili
Qualunque C, 
, K
n>1 * Non in 
una 
sola 
direzio
ne
Krigaggio No Qualunque *
Autoregressiva Esponenziale e 
sinusoidale
n=1,2 Gaussiano Sì Krigaggio Sì Qualunque Sì
Medie mobili La maggior 
parte di C a 
piccola portata
n=1,2
n>2
Gaussiano Sì Diretta
Krigaggio
Si Qualunque Sì
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE
Tecniche di simulazione
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La simulazione gaussiana sequenziale
 Si sfrutta la proprietà delle distribuzioni condizionali i cui 
momenti I e II sono
 
  




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La simulazione gaussiana sequenziale (segue)
 La simulazione di una variabile gaussiana, noti i suoi 
momenti I e II
 Le proprietà del krigaggio semplice assicurano che
 La simulazione è condizionata
  200 10 KS
KSS ,NYY 
  00  CYYE S 
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Tecniche di simulazione
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La SGS in pratica
 Si definisce un grid
 Si sceglie un nodo con criterio casuale
 Si stima il nodo con un KS utilizzando il set di dati
 Si aggiunge un errore di stima casuale 
 Si integra il nuovo valore simulato nel set di dati
 Si visita un nuovo nodo 
 In pratica si stimano circa 100 punti, per cui i nodi devono 
essere visitati con un percorso aleatorio con griglie di 
dimensioni via via decrescenti
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE
Tecniche di simulazione
Modelli Geostatistici per la Geoingegneria -
2010/11
 Metodi di simulazione e caratteristiche
Metodo Covarianza Rn Tipo di 
modello
Ergodicità Condiziona-
lizzazione
Richiesta 
maglia 
regolare
Ns Covarianza 
esatta
Gaussiana 
sequenziale
Qualunque 
stazionaria
Ogni n Gaussiano Sì Diretta No <103
>103
Sì
No
Decomposi-
zione della 
matrice
Qualunque 
stazionaria
Ogni n Gaussiano Sì Diretta No <103 Sì
Turning
bands
- Rette 
mobili
Qualunque 
C, , K
n>1 * Non in 
una 
sola 
direzio
ne
Krigaggio No Qualunq
ue
*
Autoregressiva Esponenziale e 
sinusoidale
n=1,2 Gaussiano Sì Krigaggio Sì Qualunque Sì
Medie mobili La maggior 
parte di C a 
piccola portata
n=1,2
n>2
Gaussiano Sì Diretta
Krigaggio
Si Qualunque Sì
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Tecniche di simulazione
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Le “turning bands” (le rette che ruotano)
 A 2D
 A 3D
 Il condizionamento
   
   
       









h /
n
t
t
D
n
t
tt
D
tttt
du
du
udK
uhhKhK
u,hK
n
hK
sS
n
xS
sinycosxu,xs
D
D
0
2
2122
21
1
12
1
0
1
1

I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE
Tecniche di simulazione
Modelli Geostatistici per la Geoingegneria -
2010/11
Le “turning bands”
I MODELLI DELLA GEOSTATISTICA NON LINEARE
Tecniche di simulazione
Modelli Geostatistici per la Geoingegneria -
2010/11
Le diverse tecniche di simulazione: 
l’autoregressione
 Processo autoregressivo a 1D
 Autoregressione a 2D
 Processo media mobile
 Modello misto autoregressivo / media mobile
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 La media mobile
o Generiamo una FA non correlata spazialmente:
Y(x) con distribuzione uniforme [0, l]
E[Y] = my = l/2,  Var{Y} = y
2 = 1/12 l2 = C(0)
C(h) = C(0) d(h) d(h) =1 per h=0; d(h)=0   h0
o Creiamo una nuova FA Z(x) integrando la FA Y(x) su un 
supporto V e moltiplicandola per un fattore k:
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 I momenti della FA “media mobile” 
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 Il variogramma della FA “media mobile”
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 L’andamento del variogramma
o Se il volume V è una sfera di raggio a otteniamo il 
variogramma sferico di portata a e soglia k2 C(0)/V
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 FA a variogramma lineare (moto Browniano)
o Processo di Wiener-Levy: è un processo ad incrementi 
indipendenti
o A 1D:    
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